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Аннотация. Статья посвящена построению универсальной модели скорости изменения 
площади лесных покрытий. Предложен вариант показателя скорости обезлесения, в котором 
площадь лесного покрытия в конце рассматриваемого интервала времени является функцией 
его длительности. Отмечено, что введение указанной функциональной зависимости приводит 
к универсальности вводимой оценки скорости процесса, так как появляется возможность оценивать 
не только процесс обезлесения, но и процессы лесопосадки. Проанализирован показатель усредненной 
по рассматриваемому интервалу времени скорости процесса обезлесения. Сформирована и решена 
задача вариационной оптимизации введенного усредненного показателя с учетом вновь введенного 
ограничительного условия применительно к вышеотмеченной функциональной зависимости. 
Вычислена конкретная оценка нововведенного усредненного показателя в виде смещаемой оценки 
по оси времени при наличии жесткой связи между конечными точками рассматриваемого временного 
интервала усреднения.
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of forest coverings. A variant of the deforestation rate indicator is proposed, in which the area of forest cover 
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It is noted that the introduction of this functional dependence leads to the universality of the introduced 
assessment of the speed of the process, since it becomes possible to evaluate not only the deforestation process, 
but also the processes of forest planting. The indicator of the speed of the deforestation process averaged over 
the considered time interval is analyzed. The problem of variational optimization of the introduced average 
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Введение. Как отмечается в исследовани-
ях [1], обезлесение, или вырубка лесов (deforesta-
tion), является одним из важнейших вопросов 
в период глобального изменения климата. Обе-
злесение приводит к таким негативным событиям, 
как уменьшение биоразнообразия и увеличение 
эмиссии парниковых газов. При этом основные 
причины, приводящие к обезлесению, подразде-
ляются на непосредственные и косвенные. К не-
посредственным причинам относятся в основном 
прямая вырубка леса и природные бедствия. К кос-
венным причинам относятся те факторы, которые 
формируются посредством социально-экономи-
ческих процессов. Вместе с тем [2] обезлесение 
является двунаправленным процессом, то есть 
факторы, приводящие к обезлесению, также спо-
собны содействовать развитию лесов. Например, 
развитие сельскохозяйственных технологий может 
привести как к обезлесению, так и к развитию 
лесов, или, например, охрана государственного 
управления, введя прозрачные нормы, может 
улучшить сохраняемость лесов и в то же время, 
снижая штрафы за незаконную вырубку лесов, 
содействовать этому процессу.

Процесс обезлесения происходит при вы-
полнении условия [3]:
 i i i i iA DV F H IP      (1)
где iA  – чистая стоимость сельского хозяйства; iDV  – стоимость 
обезлесения; iF  – чистая стоимость лесоводства; iIP – платежи 
по стимулированию; iH  – коэффициент пропорциональности, 

1,5H   [3].

Как следует из выражения (1), наличие 
обезлесения определяется путем сравнения чи-
стой стоимости сельского хозяйства и лесоводства. 
При этом в левую сторону (1) добавлена выгода 
ввиду обезлесения и уменьшения углеродных 
запасов, а в правую сторону – платежи по укре-
плению лесоводства.

Существует модель Чапмана-Ричардса [4], 
определяющая процесс изменения площади лес-
ного покрытия в зависимости от демографических 
и экологических факторов:

 2
1 3

bdy b y b y
dp

      (2)

где y – процент территории, не покрытой лесом; dy
dp

 – произ-

водная y по плотности населения; 1 2 3, ,b b b  – параметры про-
цесса.

При этом показатель y определяется как

 100%S yy
S


    (3)

где S – общая площадь территории.

Интегрирование (3) дает [4]:
    3

0 1 21 ay a a exp a P       (4)
где P – плотность населения; 0 1 2 4, , ,a a a a  – параметры про-
цесса.

Как следует из выражения (4), рост плотно-
сти населения приводит к увеличению площади 
территории, не покрытой лесом.

Как видим из вышеприведенных модельных 
построений, модели (1)÷(4) в основном направлены 
на оценку процесса обезлесения, и их возможности 
для процессов развития лесов детально не из-
учены.

С учетом вышесказанного имеет смысл 
разработать новую модель процесса изменения 
площади лесных территорий – в частности, через 
показатель скорости (степени) таких изменений. 
Далее рассмотрим возможность построения такой 
универсальной модели на базе известного выра-
жения для оценки степени (скорости) процесса 
обезлесения.

Предлагаемый метод. Существует закон [5] 
совместной заинтересованности (CompoundInterest 
Law), в соответствии с которым среднегодичный 
уровень изменения площади лесных покрытий 
определяется как

 2 1

1

2

1

1
t tAq

A
   

 
  (6)

где 1A  и 2A  – площади лесных покрытий во временные мо-
менты 2t  и 1.t

На основе (5) можно вывести формулу [6-10] 
для вычисления скорости обезлесения:

 2

2 1 1

1 ln AR
t t A

      
  (6)

Формула (6) интуитивно более понятна [11], 
чем формула (5). При этом оценки, полученные 
по формуле (6), всегда выше, чем оценки по фор-
муле (5).

Детальные вычисления скорости обез-
лесения, например, приведены в работе [12]. 
Рассмотрим предлагаемую модификацию фор-
мулы (6) для придания ей более высокой универ -
сальности.

Модификация показателя (6) осуществля-
ется по следующим пунктам.

1) Выражение (6) приводится к виду

 2

1

1 ln AR
A

    (7)

где 2 1.t t  

2) Вводится на рассмотрение функция
  2A f    (8)
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3) Принимается следующее ограничитель-
ное условие:

  
0

;  
max

f d C C const


     (9)

Отметим, что условие (9) определяет уни-
версальность введенной функции   ,f   т.е. пока-
затель 2A  на интервале 0 max  может как расти 
от нуля до 2 ,maxA  так и уменьшатся в обратном 
порядке (рис. 1).

4) Вводится на рассмотрение среднеинте-
гральная величина ,R  то есть

  2

1

1 1 ln     
max

minmax min

AR d
A








  


 ñð.èíò  (10)

5) Решается оптимизационная задача вы-
числения экстремала функционала (10) с учетом 
условия (9), при котором Rср.инт достигает экстре-
мальной величины.

Представим решение сформулированной 
оптимизационной задачи. С учетом выражений (9) 
и (10) сформулируем функционал F безусловной 
вариационной оптимизации:

 
 2

2
1

1 1ln
max max

min minmax min

AF d A d C
A

 

 


   

  
 

     
    (11)

где λ – множитель Лагранжа.

Согласно условию уравнения Эйлера [12] 
решение задачи должно отвечать условию:

 

 
 

 

2
2

1

2

1 ln
0

Ad d A
A
dA

   




  
     (12)

Из (12) получаем

 
 2

1 0
A


 

 


  (13)

Из (13) находим

  2
1A 


    (14)

С учетом (9) и (14) имеем

 1    
max

min

d C







   (15)

Из (15) находим:

 1 ln   max

minC





    
 

 (16)

Из выражений (15) и (16) находим

  2

ln max

min

CA 






 
 
 

  (17)

Таким образом, (17) представляет собой ре-
шение оптимизационной задачи (11).

Чтобы определить тип экстремума (мини-
мум или максимум), вычислим производную (13) 
относительно A2(τ) и определим, что знак получа-
емого результата является минусовым, то есть 
при решении (17) достигается максимум функ-
ционала (11).

Вычислим значение указанного макси-
мума функционала (10). С учетом (10) и (17) 
получим:

 
max

1

1 1 ln   
lnmin max

min

CR d
A






  



    

 

ñð.èíò  (18)

где 2 1.    

Примем, что

 1 2
1 1

ln ;     max

min

CC C
C A




    
 

 (19)

С учетом (19) выражение (18) приведем 
к виду:

 2 2

2

1 ln   
max

min

C CR d
C






  


  ñð.èíò  (20)

В выражении (20) осуществим замену пере-
менной интегрирования   на 2 .Cx


  В этом слу-

чае (20) приобрешает следующий вид

 
2

2

/

2 /

1 ln   
max

min

C

C

R x xdx
C





  ñð.èíò  (21)

С учетом известной формулы [12]

 
2

2

/ 2 2

/

ln ln
2 4

max

min

C

C

x xx xdx x




    (22)

Рис. Геометрическая интерпретация 
условия (9) в отношении введенной 

функции f (τ)
Fig. Geometrical interpretation of condition (9) 

as to the introduced function f (τ)
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С учетом (21) и (22) получим следующую 
фор  мулу для вычисления :Rñð.èíò

 
2 2

2 2 2 2

2

1 2ln 1 2ln

4
min min min max

C C C C

R
C

   


                      
 ñð.èíò   (23)

Из выражения (23), например, при max 
mine   , где 2,73e   можно получить следующую 

оценку:
2

2
(1 2ln1,73) 2ln1,73 1

4 max

eR
z

  
ñð.èíò

или
 2 0,34maxR z ñð.èíò   (24)

Как следует из оценки (24), с ростом max  
оценка Rñð.èíò будет убывать по квадратичному 
закону учитывая исходное условие расчета ,max

min

e


  

то есть (24) является смещаемой оценкой Rñð.èíò 
по оси .

Заключение
Проведены модельные исследования из-

вестной формулы для оценки скорости обезле-
сения. Предложен модифицированный вариант 

показателя скорости обезлесения, в котором пло-
щадь лесного покрытия в конце рассматривае-
мого интервала времени является функцией его 
длительности. Отмечено, что введение указанной 
функциональной зависимости приводит к уни-
версальности вводимой оценки скорости процес-
са, так как появляется возможность оценивать 
не только процесс обезлесения, но и процессы 
лесопосадки.

Предложен показатель усредненной по рас-
сматриваемому интервалу времени скорости про-
цесса обезлесения. Сформирована и решена задача 
вариационной оптимизации введенного усред-
ненного показателя с учетом вновь введенного 
ограничительного условия применительно к вы-
шеотмеченной функциональной зависимости. 
Вычислена конкретная оценка нововведенного 
усредненного показателя в виде смещаемой оценки 
по оси времени при наличии жесткой связи между 
конечными точками рассматриваемого временного 
интервала усреднения.

Показано, что нововведенный усредненный 
показатель скорости процесса имеет максимум, 
который убывает по обратному квадратичному 
закону в зависимости от величины конечной точки 
рассматриваемого интервала времени.
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