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Аннотация. Грунтовая плотина построена в 2005 г. в составе Юмагузинского гидроузла на р. Белая 
в Башкортостане. Цель работы – получить результаты численных фильтрационных расчетов 
каменно-земляной плотины, основанные на использовании уравнения нестационарной фильтрации 
при заданных граничных условиях; оценить эффективность работы противофильтрационных 
устройств как в теле, так и в основании грунтовой плотины. Численные решения получены 
с помощью расчетной программы «FILTR», разработанной специалистами кафедры гидравлики 
и гидротехнического строительства Национального исследовательского Московского 
государственного строительного университета для решения задач нелинейной безнапорной 
фильтрации в неоднородной среде. В основу примененного алгоритма положены два численных 
метода: конечных элементов и локальных вариаций. Рассмотрены и обсуждены как теоретические 
положения, так и практические результаты, полученные в ходе решения фильтрационной задачи 
с использованием программы «FILTR», для нескольких вариантов конструктивных решений 
противофильтрационных устройств в теле грунтовой плотины Юмагузинского гидроузла. 
Исследованиями установлено, что конструкции противофильтрационных устройств как в теле 
грунтовой плотины, так и в основании сооружения продемонстрировали удовлетворительную работу.
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Abstract. The earth dam was built in 2005 as part of the Yumaguzinsky hydroelectric complex on the Belaya 
River in Bashkortostan. The results of numerical fi ltration calculations of a stone-earth dam based on the use 
of the equation of unsteady fi ltration under specifi ed boundary conditions are presented; to evaluate 
the effectiveness of anti-fi ltration devices both in the body and at the base of an earth dam. Numerical 
solutions were obtained using the “FILTR” calculation program developed by specialists of the Department 
of Hydraulics and Hydraulic Engineering of the National Research Moscow State University of Civil 
Engineering to solve problems of nonlinear pressure-free fi ltration in an inhomogeneous environment. 
The applied algorithm is based on two numerical methods: fi nite elements and local variations. The article 
examines and discusses both theoretical provisions and practical results obtained during the solution 
of the fi ltration problem using the “FILTR” program for several design solutions for anti-fi ltration devices 
in the body of the Yumaguzinsky earth dam. Studies have shown that the structures of anti-fi ltration 
devices both in the body of the earth dam and at the base of the structure have demonstrated satisfactory 
performance.
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Введение. Каменно-земляная плотина 
Юмагузинского гидроузла на р. Белая в течение 
многих лет представляет интерес для специа-
листов-гидротехников как объект масштабных 
и комплексных исследований [1]. Ранее [2, 3] вы-
полнены численные исследования и анализ на-
пряженно-деформированного состояния (НДС) 
грунтовой плотины для варианта с центральным 
ядром. Всесторонние исследования конструкции 
грунтовой плотины невозможны без глубоких 
фильтрационных расчетов тела каменно-земля-
ной насыпи [4-6]. Положение свободной поверх-
ности фильтрационного потока в теле грунтовой 
плотины и бортах ее основания соответствует 
условиям безнапорной фильтрации и заранее 
является неизвестным. Отсутствие одного из гра-
ничных условий, а также заранее неизвестное 
положение депрессионной кривой являются ос-
новными особенностями решения такой филь-
трационной задачи в два расчетных этапа.

Вначале, в упрощенной постановке зада-
чи выполняется поиск приближенного решения 
с определением координат депрессионной кри-
вой. На следующем этапе при известных началь-
ных значениях на границах исследуемой области 
уточняются значения функции фильтрационного 
напора (напорной функции), отвечающие основ-
ному уравнению фильтрации для внутренней 
области. Двухэтапное решение задачи позволяет 
получить достоверную картину распределения 
напоров в теле грунтовой плотины и в ее осно-
вании и оценить временную изменчивость функ-
ции фильтрационного напора.

В ходе итерационного процесса, выполнен-
ного методом локальных вариаций, происходит 
многократное уточнение положения депрессион-
ной кривой [7-9].

Материалы и методы исследований. 
Функцию фильтрационного напора в простран-
ственных условиях можно получить в результате 
решения дифференциального уравнения неуста-
новившейся фильтрации, записанного в форме 
уравнения Пуассона:

        
 

0,d dH d dH d dH dHKx Ky Kz
dx dx dy dy dz dz dt

  (1)

где H = f (x, y, z, t, h) – функция фильтрационного напора 
в расчетной области тела грунтовой плотины (для неста-
ционарных условий); Kx, Ky, Kz – значения коэффициентов 
фильтрации по осям координат X, Y, Z.

Поиск аналитического или численного ре-
шения уравнения (1) весьма сложен и был выпол-
нен в ходе минимизации некоторого, специаль-
ным образом подобранного функционала Ф. Для 
этого был разработан специальный расчетный 

алгоритм, основанный на синтезе методов ко-
нечных элементов и локальных вариаций. Одной 
из основ метода локальных вариаций является 
так называемый принцип минимума исследуе-
мой системы, означающий, что «минимум функ-
ционала Ф всей системы соответствует минимуму 
функционала в локальных областях, составляю-
щих эту систему». Такой подход используется, на-
пример, в расчетных исследованиях анизотроп-
ной фильтрации в теле грунтовых плотин и их 
основаниях [5].

Решение сформулированной фильтраци-
онной задачи было сведено к поиску такой функ-
ции фильтрационного напора H(x, y, z, t), которая 
была бы непрерывной внутри замкнутой области 
Ω, отвечала бы начальным и граничным усло-
виям поставленной задачи и обеспечивала бы 
минимум функционалу Ф, построенному на ос-
нове этой функции таким образом, что условие 
экстремума для этого функционала (∂Ф = 0) яв-
лялось бы общим уравнением неустановившейся 
фильтрации [5].

Таким образом, задача вариационного 
исчисления заключалась в определении ми-
нимума (экстремума) функционала Ф во всех 
локальных исследуемых областях, что в целом 
соответствовало минимуму функционала всей 
системы. Искомая функция фильтрационного 
напора получена в процессе решения поставлен-
ной задачи.

Область исследований, выбранная для 
расчетов, включила в себя тело грунтовой пло-
тины и часть ее основания. Граничные условия 
на одной части границы были заданы напорами, 
а на другой части – условием непроницаемости.

По предложению Н.А. Анискина [6, 9], мо-
делирование неоднородности материала тела 
плотины и ее основания по значениям коэффи-
циентов фильтрации достаточно эффективно 
было выполнено методом конечных элемен-
тов (МКЭ). Для пространственных условий ре-
шаемой задачи расчетная область была разбита 
на несколько локальных зон, состоящих из эле-
ментов, окружающих рассматриваемый расчет-
ный узел. Для принятых условий нелинейной 
фильтрации в анизотропном грунте каждому ко-
нечному элементу тела плотины присваивались 
свои значения коэффициентов фильтрации Кх, 
Ку и Кz согласно осям координат. Кроме того, для 
каждого конечного элемента принимался свой 
показатель степени n, характеризующий филь-
трационный поток.

За базовый расчетный элемент был принят 
объемный восьмиугольник произвольной фор-
мы (рис. 1), достаточно точно аппроксимирующий 
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исследуемую область, состоящую, в том числе, 
из таких конструктивных элементов, как цемен-
тационная завеса, стена в грунте и т.п. Согласно 
рекомендациям [7] для восьмиугольных элемен-
тов была введена локальная система коорди-
нат с осями ,  и , в которой координаты узлов 
элементов вдоль каждой из осей изменялись 
от –1 до +1.

Фильтрационный расход и его величина 
имеют важное значение в исследованиях и рас-
четном обосновании грунтовых плотин. Значение 
фильтрационного расхода определяется по по-
верхности, близкой по своему положению к экви-
потенциали и проходящей от кривой депрессии, 
то есть верхней границы потока, до водонепрони-
цаемого основания – нижней границы фильтра-
ционного потока. По рекомендации [4], в качестве 
такой поверхности принималась поверхность, 
проходящая по центрам тяжести элементов од-
ного слоя вдоль оси грунтовой плотины. При этом 
общий фильтрационный расход принимался рав-
ным сумме фильтрационных расходов в каждом 
элементе указанной поверхности.

Расчетная зависимость для определения 
расхода в i-м элементе сетки была записана сле-
дующим образом [10]:
 Qi  ViWi / (cos·cos),  (2)

где        2 2 2
i x y zi ii

V V V V  – результирующая скорости 
фильтрации в центре рассматриваемого элемента; (Vx)i, 
(Vy)i, (Vz)i – составляющие скорости потока в центре того же 
элемента; Wi – площадь поперечного сечения элемента, 
соответствующая пересечению вертикальной плоскости, 
проходящей через центр элемента, с гранями рассматри-
ваемого элемента; cos = (Vz)i / (Vyz)i – косинус угла между 
проекцией результирующей скорости Vi и плоскостью XOZ; 
cos = (Vyz)i / Vi – косинус угла между результирующей ско-
ростью Vi и плоскостью XOZ.

Результаты и их обсуждение. Решение 
фильтрационной задачи для исследуемой обла-
сти грунтовой плотины выполнено в плоской по-
становке.

На первом этапе была выполнена провер-
ка влияния боковых призм из гравийно-галеч-
никового грунта на фильтрационный процесс 
в теле грунтовой плотины. Для определения 
степени влияния боковых призм грунтовой пло-
тины на картину фильтрации была решена сле-
дующая фильтрационная задача в плоской по-
становке.

Рассматривалось русловое сечение грунто-
вой плотины, имеющее высоту 67,0 м [4, 8, 11]. 
Моделировалась вся конструкция грунтовой 
плотины включая центральное ядро из суглинка 
с коэффициентом фильтрации Кф = 0,01 м /сут., 
переходные зоны с коэффициентом фильтрации 

КФ = 1 м /сут. и боковые призмы с коэффициен-
том фильтрации гравийно-галечникового грун-
та, равным Кф

пр = 90 м /сут. Грунты основания 
в рассмотренных сечениях характеризуются ко-
эффициентами фильтрации от 90 м /сут. на по-
верхности до 3÷5 м /сут. на глубине более 12 м. 
На достаточном заглублении от поверхности эта 
величина снижается до 0,3 м /сут.

В качестве противофильтрационных 
элементов в основании плотины были рас-
смотрены: пятирядная инъекционная завеса 
под ядром на глубину ~12 м и двухрядная це-
ментационная завеса глубиной ~110 м. В каче-
стве расчетного уровня в верхнем бьефе была 
принята отметка ФПУ 270,0 м, в нижнем бье-
фе – отметка 215,7 м.

На рисунке 2 показаны разбивка расчетной 
области на конечные элементы и ее зонирование 
по коэффициентам фильтрации.

Результаты решения нестационарной 
фильтрационной задачи для конструкции грун-
товой плотины с ядром из суглинка и боковыми 
призмами представлены на рисунке 3 карти-
ной распределения эквипотенциалей в расчет-
ной области. Депрессионная кривая в низовой 
призме практически горизонтальна. Перепад 
между точкой на выходе из ядра и точкой на вы-
ходе из боковой призмы составляет при напоре 
54,3 м, примерно 0,8 м на участке длиной около 
110 м, то есть уклон депрессионной кривой ра-
вен ~0,007.

Рис. 1. Форма элемента 
в глобальных координатах 

и ориентация в нем 
локальных координат

Fig. 1. The shape of the element 
in global coordinates and the orientation 

of local coordinates in it
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Таким образом, наличие боковой призмы 
из гравийно-галечникового грунта незначитель-
но сказывается на процессе фильтрации, что вы-
звано достаточно большим коэффициентом филь-
трации данного материала. Во всех дальнейших 
расчетах область фильтрации включала в себя 
ядро из суглинка и основание. Призмы из гра-
вийно-галечникового грунта не рассматривались.

Далее был рассмотрен вариант грунтовой 
плотины с ядром из суглинка и противофильтра-
ционными устройствами в основании. Фильтра-
ционная задача решалась в плоской постанов-
ке с выбором трех характерных сечений в теле 
грунтовой плотины и основания (рис. 4) и для не-
скольких вариантов конструкций противофиль-
трационного устройства (ПФУ).

Рис. 2. Разбивка на конечные элементы плотины с ядром и боковыми призмами 
из гравийно-галечникового грунта

Fig. 2. Breakdown into fi nite elements of the dam with a core and lateral prisms made of gravel and pebble soil

Рис. 3. Результаты решения для плотины с ядром из суглинка 
и боковыми призмами из гравийно-галечникового грунта:

1 – граница пятирядной инъекционной завесы; 2 – граница двухрядной инъекционной завесы
Fig. 3. Results of the solution for a dam with a loam core and side prisms made of gravel-pebble soil

(1 – the border of a fi ve-row injection curtain; 2 – the border of a two-row injection curtain)
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В качестве расчетного выбрано сечение 
1-1 в левобережном примыкании грунтовой пло-
тины, где высота водоподпорного сооружения 
составляет ~47,0 м. В данном сечении грунты, 
слагающие основание сооружения, имеют коэф-
фициент фильтрации в верхних слоях в пределах 
от 3 до 5 м /сут., на глубине – до 0,3 м /сут. В осно-
вании грунтовой плотины устроена двухрядная 
цементационная завеса с максимальной глуби-
ной залегания ~90 м. Значения коэффициента 
фильтрации приняты равными 0,01 м /сут. для 
суглинистого ядра в теле плотины и 0,1 м /сут. – 
для цементационной завесы в основании соору-
жения. Сетка МКЭ с зонированием материалов 
сечения 1-1 представлена на рисунке 5.

В русловой части грунтовой плоти-
ны (с максимальной высотой, равной 67,0 м) в ка-
честве расчетного было принято сечение 2-2. По-
верхностный слой основания, сложенный гравий-
но-галечниковым грунтом, характеризовался ко-
эффициентом фильтрации Кф = 90 м /сут. На бо-
лее низких отметках расположены грунты с ко-
эффициентом фильтрации Кф от 5 до 0,3 м /сут. 
Под ядром в основании водоподпорного соору-
жения устроены пятирядная инъекционная за-
веса с глубиной залегания ~12 м и двухрядная 
завеса на глубину ~100 м. Значения коэффици-
ента фильтрации материалов, из которых были 
выполнены цементационные завесы, принима-
лись равными 0,5 и 0,1 м /сут. соответственно. 

Рис. 4. Схема к фильтрационному расчету грунтовой плотины:
1 – подошва грунтовой плотины; 2 – граница «стены в грунте»; 3 – граница пятирядной 

инъекционной завесы; 4 – граница двухрядной инъекционной завесы
Fig. 4. Diagram for the fi ltration calculation of an earth dam

(1 – bottom of an earth dam; 2 – boundary of the “wall in the ground”; 3 – border of a fi ve-row injection curtain; 
4 – border of a two-row injection curtain)

Рис. 5. Сетка разбивки на конечные элементы в сечении 1-1 
с зонированием по водопроницаемости

Fig. 5. Finite element breakdown grid in section 1-1 with water permeability zoning



92 ÏÐÈÐÎÄÎÎÁÓÑÒÐÎÉÑÒÂÎ ÏÐÈÐÎÄÎÎÁÓÑÒÐÎÉÑÒÂÎ 2’ 20252’ 2025

ÏÐÈÐÎÄÎÎÁÓÑÒÐÎÉÑÒÂÎ ÏÐÈÐÎÄÎÎÁÓÑÒÐÎÉÑÒÂÎ 2’ 20252’ 2025Ãèäðîòåõíè÷åñêîå ñòðîèòåëüñòâîÃèäðîòåõíè÷åñêîå ñòðîèòåëüñòâî

 
Áóðåíêîâ Ï.Ì. Ôèëüòðàöèîííûå ðàñ÷åòû ãðóíòîâîé ïëîòèíû Þìàãóçèíñêîãî ãèäðîóçëà
 

 
 

Сетка МКЭ расчетной области в сечении 2-2 
представлена на рисунке 6.

На правобережном участке грунтовой пло-
тины, где ее высота составляет ~46,0 м, в качестве 
расчетного было принято сечение 3-3. В основании 
водоподпорного сооружения расположены грун-
ты, характеризующиеся значениями коэффици-
ента фильтрации, равными от 0,3 до 3,0 м /сут. 
На глубине около 50…60 м присутствует линза 
из гравийно-галечникового грунта с коэффи-
циентом фильтрации Кф = 35 м /сут. Под ядром 
водоподпорного сооружения устроена стена 
в грунте с глубиной подошвы ~50 м, выполнен-
ная из материала со значением коэффициента 

фильтрации КФ = 0,005 м /сут., а также двухряд-
ная цементационная завеса с отметкой подошвы 
~160,0 м, выполненная из материала со значе-
нием коэффициента фильтрации Кф = 0,1 м /сут. 
Сетка МКЭ данного сечения показана на ри-
сунке 7.

Численные решения двумерной фильтра-
ционной задачи для рассмотренных расчетных 
сечений и вариантов наполнения водохрани-
лища до отметок воды в верхнем бьефе, равных 
ФПУ и НПУ, изображены полями эквипотенци-
алей фильтрационной сетки на рисунках 8-12.

Расчетные значения удельных фильтраци-
онных расходов приведены в таблице.

Рис. 6. Сетка разбивки на конечные элементы в сечении 2-2 
с зонированием по водопроницаемости

Fig. 6. Finite element breakdown grid in section 2-2 with water permeability zoning

Рис. 7. Сетка разбивки на конечные элементы в сечении 3-3 
с зонированием по водопроницаемости

Fig. 7.
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Таблица 1. Удельные фильтрационные расходы 
в расчетных сечениях грунтовой плотины, м3 /с

Table 1. Specifi c fi ltration fl ow rates in the calculated sections of the earth dam, m3/s
Расчётное сечение

Calculated section
Расчётный случай (отметка верхнего бьефа) / The calculated case (the upstream mark)

ФПУ / FRL НПУ / NRL
Сечение 1 / Section 1 2,55 10-3 1,8 10-3

Сечение 2 / Section 2 0,51 10-3 0,35 10-3

Сечение 3 / Section 3 1,46 10-3 1,1 10-3

Рис. 8. Распределение эквипотенциалей в сечении 1-1 
для плотины с ПФУ в основании и  УВБ =  ФПУ (плоская задача): 

а) в ядре грунтовой плотины; б) в основании под плотиной; 1 – ось цементационной завесы
Fig. 8. Distribution of equipotentials in section 1-1 

for a dam with АFD at the base and  UBL =  FRL (plane problem) 
in the core of the earth dam; b) at the base under the dam; 1 – axis of the cementation curtain

Рис. 9. Распределение эквипотенциалей в сечении 1-1 
для плотины с ПФУ в основании и  УВБ =  НПУ (плоская задача):

а) в ядре грунтовой плотины; б) в основании под плотиной; 1 – двухрядная цементационная завеса
Fig. 9. Distribution of equipotentials in section 1-1 

for a dam with AFD at the base and  UBL =  of the NRL (plane problem)
a) in the core of the earth dam; b) at the base under the dam; 1 – double-row cementation curtain
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Рис. 10. Распределение эквипотенциалей в сечении 2-2 
для плотины с ПФУ в основании и  УВБ =  ФПУ (плоская задача):

а) в ядре грунтовой плотины; б) в основании под плотиной; 
1 – пятирядная цементационная завеса; 2 – двухрядная цементационная завеса

Fig. 10. Distribution of equipotentials in section 2-2 
for a dam with AFD at the base and  UBL =  of the FRL (plane problem)

a) in the core of the earth dam; b) at the base under the dam; 
1 – fi ve-row cementation curtain; 2 – two-row cementation curtain

Рис. 11. Распределение эквипотенциалей в сечении 2-2 
для плотины с ПФУ в основании и  УВБ =  НПУ (плоская задача):

а) в ядре грунтовой плотины; б) в основании под плотиной; 
1 – пятирядная цементационная завеса; 2 – двухрядная цементационная завеса

Fig.11. Distribution of equipotentials in section 2-2 
for a dam with AFD at the base and  UBL =  of the NRL (plane problem):

a) in the core of the earth dam; b) at the base under the dam; 
1 – fi ve-row cementation curtain; 2 – double-row cementation curtain



95PRIRODOOBUSTROJSTVO PRIRODOOBUSTROJSTVO 2’ 20252’ 2025

PRIRODOOBUSTROJSTVO PRIRODOOBUSTROJSTVO 2’ 20252’ 2025Hydraulic engineering constructionHydraulic engineering construction

 
Burenkov P.M. Filtration calculations of the earth dam of the Yumaguzinsky hydroelectric complex
 

 
 

Выводы
Выполненные расчетные фильтрацион-

ные исследования показали, что падение де-
прессионной кривой в суглинистом ядре грун-
товой плотины Юмагузинского гидроузла со-
ставляет ~5,0÷6,0 м при уровне верхнего бьефа 
на  ФПУ и ~9,0÷10,0 м при уровне верхнего 
бьефа на  НПУ.

Оценочные значения фильтрационных 
расходов, полученные умножением величин 
удельных расходов на осредненные длины участ-
ков грунтовой плотины, составляют ~0,6 м3/с 

для случая с отметкой ФПУ и ~0,4 м3/с для слу-
чая с отметкой НПУ.

Фильтрационный расход через ядро в теле 
плотины на несколько порядков ниже фильтра-
ционного расхода, проходящего через основание 
сооружения. Величина суммарного фильтраци-
онного расхода является незначительной.

Рассмотренные в исследованиях конструк-
ции противофильтрационных устройств как 
в теле грунтовой плотины, так и в основании со-
оружения продемонстрировали их удовлетвори-
тельную работу.

Рис. 12. Распределение эквипотенциалей в сечении 3-3 для плотины с ПФУ в основании: 
а)  УВБ =  ФПУ; б)  УВБ =  НПУ

1 – стена в грунте; 2 – двухрядная цементационная завеса
Fig. 12. Distribution of equipotentials in section 3-3 for a dam with AFD at the base: 

a)  UBL =  FRL, b)  UBL =  NRL;
1 – wall in the soil; 2 – double-row cementation curtain
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