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Аннотация. Целью работы является применение методики определения полного массового расхода 
консервативного загрязнителя и эффективной величины числа Пекле при различных сценариях 
диффузного загрязнения. На основе гидродинамической модели участка реки Чарыш произведен 
расчет прямой и  обратной задачи определения полного массового расхода консервативного 
загрязнителя при различных сценариях диффузного загрязнения. Расчет обратной задачи 
выполнен с  использованием методов нелинейной глобальной оптимизации и  Монте-Карло 
на основе полиномиального представления распределения полного массового расхода. Установлено 
удовлетворительное согласие восстановленных и исходных распределений, при этом получена оценка 
эффективной величины числа Пекле. Выяснено, что значение эффективной величины числа Пекле 
находится в интервале его реального изменения.
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Abstract. Based on the hydrodynamic model of the Charysh River section, the calculation of the direct and 
inverse problem of determining the total mass flow rate of a conservative pollutant under various scenarios 
of diffuse pollution was carried out. The calculation of the inverse problem was performed using nonlinear 
global optimization and Monte Carlo methods based on a polynomial representation of the distribution 
of the total mass flow rate. A satisfactory agreement between the reconstructed and initial distributions 
was established, and an estimate of the effective value of the Peclet number was obtained. It was found 
that the value of the effective Peclet number is within the range of its real change.
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Введение. Диффузный сток загрязни-
телей, поступающих в  русла рек с  обширных 
водосборных территорий, является серьезной 
экологической проблемой, поскольку в  данном 
случае процесс загрязнения не  контролирует-
ся и не регулируется [1-3]. Согласно этой точке 
зрения возникает необходимость экологического 
мониторинга процессов стока, который должен 
быть неразрывно связан с математическим мо-
делированием.

Для  количественного анализа степени 
диффузного загрязнения используются данные 
о  распределении концентрации того или ино-
го растворенного загрязнителя на исследуемом 
участке водотока, которые могут быть получены 
в результате натурных измерений [4-7]. Однако 
это не  дает возможности определения расход-
ных характеристик стока – таких, как удельный 
и полный массовый расход загрязнителя на ис-
следуемом участке, которые и определяют сток. 
Для  решения указанной задачи используются 
математические методы, связанные с решением 
обратных задач для уравнения адвекции-диффу-
зии [8-11].

В приведенных исследованиях решается 
математическая задача восстановления распре-
деления удельного массового расхода при задан-
ной величине числа Пекле (в данном случае – от-
ношение характерного времени диффузии ко вре-
мени добегания между створами на исследуемом 
участке). Однако априорное значение продоль-
ной дисперсии (через которую определяется чис-
ло Пекле) определяется большим количеством 
различных полуэмпирических формул  [12-15]. 
При этом, как следует, например, из работы [12], 
расчетное значение этой величины может на по-
рядки отличаться от  найденного эксперимен-
тально. Наиболее разумным выходом в данной 
ситуации является определение эффективного 
значения указанной величины непосредственно 
из данных натурных измерений на исследуемом 
участке на основе реальной русловой модели.

Цель исследований: применение мето-
дики определения полного массового расхода 
консервативного загрязнителя и  эффективной 
величины числа Пекле при различных сцена-
риях диффузного загрязнения. В основу расчета 

положена гидродинамическая модель участка 
реки Чарыш (РФ, Алтайский край). При расчете 
использовались метод нелинейной глобальной 
оптимизации и метод Монте-Карло.

Материалы и  методы исследований. 
Объект исследований – участок реки Чарыш в ее 
нижнем течении от гидрологического поста Бе-
логлазово до гидрологического поста свх. Чарыш-
ский у с. Усть-Калманки (рис. 1а). Протяженность 
участка по руслу составляет 93,5 км, по долине 
реки – 64,8 км. Компьютерная 1DH-модель раз-
работана на базе программного комплекса HEC-
RAS5.0 [16] для прогноза половодий и паводков. 
В  рамках используемого 1DH-приближения 
рельеф пойменно-руслового комплекса описы-
вается набором поперечных сечений  (створов), 
рассредоточенных по  длине участка. Модель 
состоит из  34 поперечных профилей. В  общем 
случае линия профиля не является прямой, ее 
русловой сегмент расположен по нормали к на-
правлению течения в русле (рис. 1б). Протяжен-
ность створов составляет от 0,6 до 6 км. Данные 
о высотных отметках рельефа по линиям створов 
в русловой части взяты из результатов гидрогра-
фических работ ИВЭП СО РАН, выполненных 
в 2018 г. (рис. 1в).

На рисунке 2 приведены соответствующие 
распределения скоростей течения, полученные 
при использовании гидродинамической моде-
ли [16].

Результаты и их обсуждение. Прямая 
задача. Для решения прямой задачи использова-
лось одномерное уравнение адвекции-диффузии 
в обезразмеренной форме [17]:

	 ( )  ( ) ( ) ( )θ θ
− = ϕ θ = θ = θ

α 1
1 ;  0 0;  1d d d z

dz dz dz
.� (1)

Здесь введены в рассмотрение обезразме-
ренные величины:

( )
 ( ) ( )

= θ = − α =

ϕ = ϕ

/ ; / ; / ; 
/ ,

A A

A

z x L c c c VL E
z L z Qc

где α  – число Пекле; x – координата вдоль русла, м; L – 
длина рассматриваемого участка, м; с – концентрация, кг/м3; 
сA – концентрация на верхнем створе участка, кг/м3; V – ско-
рость течения, м/с; E –коэффициент продольной дисперсии 
загрязнителя, м2/c; Q – расход воды, м3/c; φ(z)  – удельный 
массовый расход загрязнителя, кг/м × с.
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Расчет прямой задачи  (1) производился 
при различных сценариях загрязнения, которые 
определяются тестовыми функциями:

	  ( )ϕ = + 40.2 0.2 ;zz e z � (2)

	  ( )
− −   − −   

   ϕ = + +
2 20,3 0,7

0,1 0,30,2 0,2 0,45 .
z z

z e e � (3)
Наряду с  удельным массовым расходом 

был введен в  рассмотрение полный массовый 
расход, определяющий количество загрязнителя, 
поступающего в русло за единицу времени на ин-
тервале от 0 до z:

	
 ( )  ( )Φ = ϕ∫

0

.
z

z z dz � (4)

а

б в
Рис. 1. Река Чарыш на участке Белоглазово – Усть-Калманка и ее представление 
в одномерной (1D) компьютерной модели гидродинамики руслового потока: 

а) общий вид; б) створы одномерной модели в районе с. Усть-Камышенки;  
в) представление в HEC-RAS поперечного профиля русла и поймы в створе гидропоста Усть-Камышенка

Fig. 1. The Charysh River in the Beloglazovo – Ust-Kalmanka section and its representation 
in a one-dimensional (1D) computer model of channel flow hydrodynamics:  

a) general view; b) cross-sections of the one-dimensional model in the area the Ust-Kamyshenka village;  
b) presentation in HEC-RAS of the cross-section of the channel and floodplain in the site of the Ust-Kamyshenka
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Рис. 2. Распределение скоростей течения 
на исследуемом интервале  

при величине расхода Q = 274 м3/с
Fig. 2. Distribution of flow rates in the studied 
interval at a water discharge value Q=274 m3/s
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Результаты расчета прямой задачи (1) для 
тестовых функций (2), (3) с учетом величины ско-
рости течения (рис. 2) представлены на рисунке 3.

Обратная задача. Целью решения обрат-
ной задачи являлось восстановление полного 
массового расхода (4) как функции координаты 
и  нахождения эффективного значения числа 
Пекле αэф по  известному распределению θ(z). 
В соответствии с работой [17] решение краевой 
задачи (1) можно представить в виде:

( )  ( )( )
 ( )

α
−α ξ

α

α −α ξ

−
θ α = θ + α Φ ξ ξ −

−
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∫

∫ 

1
1 0

0

1,
1

.

z
a

zz

ez e e d
e

e e d

ýô

ýô ýô

ýô

ýô ýô

ýô ýô

ýô

.�(5)

 

Здесь αэф – эффективное значение числа 
Пекле на исследуемом интервале. Для решения 
обратной задачи зависимость  ( )Φ ξ  представля-
лась в виде полинома:

	
 ( )

=
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1

.
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n
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a � (6)

Тогда решение  (5) может быть получено 
аналитически и представлено в виде разложения 
по набору функций Hn(z, α):
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Для  расчета зависимости  ( )Φ z  решалась 
обратная задача определения неизвестного па-
раметра αэф и  коэффициентов an  полинома  (6). 
Параметры модели an определялись из условия 
минимизации функционала:

	
( )( )

ω
=

= θ ω − θ →∑ 2

1
, ,

k

i i
i

S z min � (9)

где ( )θ ω,  iz – расчетное значение концентрации на основе 
формулы (7); θi – известное (измеренное) значение концен-
трации; ω – вектор параметров (α , ýô a1…am), минимизиру-
ющий функционал S.

Суммирование в  формуле  (9) прово-
дится по  числу расчетных точек, число ко-
торых равно k. Неизвестные параметры 
определялись из  представления  (6),  (7) с  ис-
пользованием методов глобальной оптимиза-
ции  [18, 19]. Для  учета возможных случайных 
отклонений от  измеренных значений концен-
трации  (рандомизация) был реализован метод  
Монте-Карло.

Рандомизация проводилась следующим 
образом. Для  каждой точки ( )θi iz  точного ре-
шения в  интервале ∆θ = ±0,05i  с  помощью 
генератора случайных чисел задавалось зна-
чение концентрации. Применение метода 
Монте-Карло основывалось на  рассмотрении 
N = 1000 различных реализаций случайного 
разброса точек в заданном интервале и вычис-
лении средних значений соответствующих па-
раметров α ,ýô  an  [20]. Расчет показывает, что 
полином третьей степени  (6) дает наиболее 
точные результаты. Более высокие степени 
полинома приводят к  неустойчивым и  физи-
чески нереализуемым значениям параметров  
α ,ýô  Φ(1).
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Рис. 3. Распределение концентрации загрязнителя (а)  

и полного массового расхода (4) (б) для исследуемого участка реки Чарыш:  
1 – функция (2); 2 – функция (3).  

Расчетное значение коэффициента продольной дисперсии E = 104 м2/с,  
величина концентрации загрязнителя в нижнем створе θ1 = 1,5

Fig.3 Distributions of pollutant concentration (a) and total mass flow rate (4) (b)  
for the studied section of the Charysh River.  

1 – function (2), 2 – function (3).  
The calculated value of the longitudinal dispersion coefficient E=104 m2/s,  

the value of pollutant concentration in the lower section θ1=1.5
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На  рисунках  4, 5 приведены результаты 
расчета обратной задачи для рассмотренных сце-
нариев загрязнения (2), (3).

Как следует из приведенных рисунков, ре-
шение обратной задачи восстановления распре-
деления полного массового расхода (6) с исполь-
зованием рандомизации данных дает хорошее 
согласие с точным решением для рассмотренных 
сценариев диффузного загрязнения.

На  рисунке  6 представлены распределе-
ния числа Пекле и его найденные эффективные 
значения, полученные в  результате решения 
обратной задачи для рассмотренных тестовых 
функций.

Как следует из рисунка 6, найденные эф-
фективные значения числа Пекле находятся 
в интервале реальных значений его изменения.

Таким образом, предложенный метод дает 
возможность получения разумных значений ве-
личин данного параметра.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Φ

z

∼

Рис. 4. Распределение полного массового 
расхода загрязнителя для функции (2): 
красная кривая – точное решение (рис. 3); 

черная кривая – решение обратной задачи (9)  
для полинома третьей степени  

с использованием метода Монте-Карло
Fig. 4. Distribution of the total mass flow rate 

of the pollutant for function (2)  
The red curve is the exact solution (Fig. 3);  

the black curve is the solution of the inverse problem (9)  
for a third-degree polynomial using  

the Monte Carlo method
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Рис. 5. Распределение полного массового 
расхода загрязнителя для функции (3): 
красная кривая – точное решение (рис. 5); 

черная кривая – решение обратной задачи (9)  
для полинома третьей степени  

с использованием метода Монте-Карло
Fig. 5. Distribution of the total mass flow rate 

of the pollutant for function (3)  
The red curve is the exact solution (Fig. 5);  

the black curve is the solution of the inverse problem (9)  
for a third-degree polynomial using  

the Monte-Carlo method
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Рис. 6. Распределение значений  
числа Пекле на исследуемом интервале:  

1 – результат моделирования;  
2 – эффективное значение числа Пекле 

для тестовой функции (2);  
3 – эффективное значение числа Пекле 

для тестовой функции (3)
Fig. 6. Distribution of Peclet number values 

on the studied interval:  
1 – simulation result,  

2 – effective Peclet number value for test function (2),  
3 – effective Peclet number value for test function (3)

Выводы
1. На  основе стационарного уравнения 

адвекции-диффузии произведено решение пря-
мой задачи для диффузного стока загрязнителя 
на  всем исследуемом интервале реки Чарыш 
с  использованием гидродинамической модели 
русла. Расчет производился для двух различных 
сценариев загрязнения (тестовых функций) при 

заданном значении коэффициента продольной 
дисперсии.

2. На основе решения прямой задачи с ис-
пользованием метода глобальной оптимизации 
и  метода Монте-Карло проведено восстанов-
ление распределения полного массового рас-
хода загрязнителя и  величины числа Пекле. 
Расчет показал хорошее соответствие восста-
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новленного распределения и  точного решения  
задачи.

3. Восстановленные значения эффектив-
ного числа Пекле находятся внутри интервала 

реальных значений его изменения на  ис-
следуемом интервале, что позволяет рассма-
тривать найденную величину как разумную  
оценку.
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